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The Teaching Subjects of Mechanical Engineering Division 
 and the Basic Vector Mathematics 








   Our college (T.M.C.I.T.) , Arakawa campus, has the Division of Mechanical Engineering, which involves the Instrument and 
Control Course. For the teaching subjects of the Division of Mechanical Engineering, especially the contents of the subjects in charge 
of the author, relevant to the Instrument and Control Course, are mainly brought in focus in conjunction with the basic vector 
mathematics in this paper. The central body of the paper has the matters as the follow: the mathematics of inner product, vector 
product, vector operators such as grad., div., and rot., and their applications to the surrounding industrial science, i.e., dynamic 
mechanics, electromagnetism, electrics, fluid mechanics, elastical vibrations. The most of descriptions of the fundamental equations 
for involved problems might be with the author’s impressions based both on the career of the experience in study-teaching and the 
results of research-studies since his graduation. 
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1  緒論 
 本校 (航空高専) では 1989 (平成元) 年度の学科改組と
期を一にした機械工学科専門科目における一部選択制の
採用 (A, B, および C のコース選択科目) を含む教育課程
の全面的改編と, その後の学科「完成年度」すなわち 1993 


















なかではベクトルと行列による数式記述, 内積 (Scalar 
product, Inner product) による表現, 三次元空間における外
積＝ベクトル積(Vector product, Cross product) による表現
を使う等, 内容的にベクトル算法, ベクトル解析の初歩的
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知識が欠かせないものとなっている．たとえば長年にわた









に関連して, オイラー角, ベクトル積を取り上げるなど, 
「物理」, 「応用物理」, 「工業力学」, 「機械力学」の









めにこれがおおいに役立ち, 力学, 電気, 流体等の各専門
分野において，空間におけるこの数学概念＝ベクトル積を
始め，ベクトル解析の登場場面は決して少なくない．しか































ル演算子 , すなわち勾配  (Gradient, grad, ∇ ) , 発散 




法則に基づいた (慣性－, および非慣性－座標系の) 諸運
動量方程式, 圧縮性粘性流体の非定常ナヴィエ・ストーク





















２．１ 内積 (１)  平面内および三次元空間における
内積 
 (1) 定義と内積の性質 
平面において二つの単位基ベクトル i= (1, 0) T, j= (0, 1) T
によって表される二つの位置ベクトル, a＝axi+ayjと b=bxi 
+byj に関して 
x x y y, cos a b a b= = θ = +a b a b a b・ ,  
 (θは, 二つのベクトル a, b のなす角) をベクトル a, b
の内積という． 
三次元空間において同様にして, 二つのベクトル a＝
axi+ayj+azk と b=bxi+byj+bzk についてその内積 ,a b は 
x x y y z z, cos a b a b a b= = θ = + +a b a b a b・
となる. (θは, 前掲と同じく空間における二つのベクト
ル a, b のなす角)． 
内積について, つぎの性質がある． 
・ 0≠a b , , 0=a b とすれば 90θ = ± o であり, 
二つのベクトル a, b は互いに直交 ( ⊥a b ) する． 
・内積の演算において, 交換法則, 分配法則および結
合法則が成立する． 
 (2) 複素  (数 ) ベクトルの内積  虚数単位を







V = a + b = V e
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V,I cos(α-β)= VI cos(α-β)
d
V I
a c b   
である． 
 (3) 作用力のなす仕事   一定の作用力 F (N) が
変位ベクトル r (m) の距離の間作用を及ぼすとき, 作用
力 F のなす仕事 W (J) は二つのベクトル F と r の内積： 
, cosW = = θF r F r   
で与えられる． 
  この表示式における正の仕事と「負」の仕事について
の考究：  作用力のなす仕事は, 変位r の方向に対し
て力 F の方向を意味する角 θが, 90 90− < θ <o o で
あるときW は正の値となり, 力F は仕事W をなす
．．
（与え
る）．一方θが 90θ > o あるいは 90θ < − oのときには, 
反対に力F を加える側は作用力を受ける側からの反作
用によって ( 0)<W W だけの仕事を獲得．．する．謂わば
この場合, 作用力は「負」の仕事をすることとなる． 
 (4) エ レ ク ト ロ ン ･ ボ ル ト   電 子  ( 電 荷
e 1.6021892= − 1910−× (C)) が，空間の電界E(A/m)
の中の経路Γを辿るときに獲得する仕事 W (J) (電気的
エネルギー) は，内積 dE s, の経路 (線) 積分： 






 (eV) という．１ (eV) は，電子の電
荷 e を持つ荷電粒子が１ (V) で加速されるエネルギー
である． 
 (5) 交流電流のなす仕事  電流実効値複素ベクト
ルを &I  (A) , 電圧実効値複素ベクトルを &V  (V) , 負荷イ
ンピーダンスをZ&  (Ω) とすると，交流電流のなす仕事
W (J) は 
& & & & & &2W = V,I = IZ,I = I Z cosφ   
である．ここで I は実効値ベクトルI&の大きさである．
力率角φは 





  (6) 交流発電機･同期電動機の「遅れ力率」と「進み
力率」 
 (i) 交流発電機   同期交流発電機の極数 2p (p=1, 
2 など) の回転子  (界磁) の回転磁界  (回転速度 no  
(rps) ) の磁束により，固定子 (電機子) 巻線に周波数 f 
= p×n0 (Hz) の誘導電圧 eaを発生する．発電機から負荷
電流I& が流れるとき，端子電圧V&  (１相当たり) は，同
期インピーダンス & sZ  (Ω) の電圧降下により 
 j& & & & &s s s s s sV = E - Z I, Z = r + x , r x ≪1  
となる．負荷回路の力率cosφを考えると，発電出力 
(１相当たり) は内積 & &V,I = VIcosφとなる．&E と &Vとの
相差角をδ（これを負荷角と呼ぶ）とすると， & sZ の抵抗
分 rs (Ω) がリアクタンス分 xs (Ω) に比べて無視でき






V,I = VIcosφ= V sinδ
Z
 
となり, Ｙ結線 3 相発電機の発電出力Ｐ (W) は，これの
3 倍となる．外部特性 (Ｖ-Ｉ特性，すなわち界磁電流 I f
および負荷力率cosφを一定にしたときの，負荷電流I&




Vsinφ+ Z I = Esin(δ+φ)
 
である．ここでV，E，Ｉおよび sZ は，いずれもV& ，E& , 
I& および & sZ の大きさを表わす．これら二式から 
 2 2 2 2s sV = -Z I sinφ+ E - Z I cosφ 
を得る．したがってＶ-Ｉ特性は, 0>φ すなわち負荷が
遅れ力率の場合は I の増加に対し V は単調減少, 0<φ
すなわち負荷が進み力率の場合はIの増加に対しVも増
加して sZ-Etanφ で頂点に達し, 以降減少する．発電
機出力 P (W) は前記のとうりであり, 負荷角δが小さい
範囲ではほぼδに比例する．P の最大値は sZ3VE と
なる．発電機は 0＜δ＜90o で運転される．負荷角δ＞
90o の範囲の運転は P‐δ の関係から不安定な状態とな
る． 




数 2p=2) の負荷ずれ角 δに応じた回転トルクτ (Nm) 
＝ m2RF sinδ  ( R  (m) は磁極の有効半径 , mF  (N) 
は回転磁力) を受けて同期速度で回転する．この同
     図１  同期交流発電機     図２  同期電動機         図３ 同期電動機の力率 
 
期回転に伴い固定電機子巻線には, 端子電圧V&  (V) に
加えて発電機の場合と同様に誘導起電力 & & & &sE = V -Z Iが
発生する．この式の両辺について電流I&  (A) との内積
を作ると, & & & & & & &sE,I = V,I - Z I,I  が得られる．上式
の右辺第一項は電機子回路への入力有効電力, 第二項は
電機子回路の損失であるから, 左辺の & &E,I が機械動力
に変換される電力である． s&Z のうちの抵抗分 rs (Ω) は
リアクタンス分 xs  (Ω) に比べて無視できるので, 図 2
のベクトル図の関係から 
sE,I = EIcos(φ-δ)= EVsinδ Z& & & ( )LL 1  
となる．Y 結線三相同期電動機の機械動力への変換電力
Pｍ (W) はこれの 3 倍であり, 実際の出力は Pｍから鉄損
と機械損を差し引いたものになる．端子電圧V  (V) お
よび界磁電流 I f   (A) を一定にして負荷を増加させる
と, 負荷ずれ角δが大きくなりδ＝ 60o～ 70o を超える
ともはや安定運転が不可能になる (同期はずれ) ．同期
電動機は効率がよく (効率 90％以上) , 定速度運転が可
能なので低速度・大容量のセメントキルン, 各種の圧縮
機, 送風機などに使用される． 
端子電圧V  (V) および出力 Pｍ (W) を一定に保ちな
がら, 回転子界磁電流 I f  (A) を変化させると, & sZ はほ
ぼ一定なので, 式 (1) から E が増加／減少した分だけ
sinδが逆に減少／増加する．これに伴いI& とV& の間の
力率角φが図 3 のベクトル図に示すように正 (遅れ力
率) から負 (進み力率) まで大きく変化する．このよう




２．２ 内積 (２)  n 次元および無限次元ベクトル空
間の内積 
 (1) 定義 
n 次元ユークリッド空間 Rnのベクトル, 
 T2 n( , , , )1= ξ ξ ξx L および T1 2( , , , )ny = η η ηL に
ついての内積は, X と y の対応する各成分の積の和で
あり, これを記号 ,x y で表わす．すなわち 
n n, 1 1 2 2= ξ η + ξ η + + ξ ηx y L   
である．さらに無限次元ベクトル空間 R∞における内積
は, つぎのように定義される． 
i i, 1 1 2 2= ξ η + ξ η + + ξ η +x y L L．  
 (2) シュミットの正規直交化 
 内積空間 X において{ }ix が有限個または可算個の一




1 2 n 1 2 n, , , , , ,⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦e e e x x xL L となるような正規直交
系{ }ie をつくることができる．ただし 1 2 n, , ,⎡ ⎤⎣ ⎦x x xL は, 
1 2 n, , ,x x xL で張られる n 次元の部分空間を表わす． 
【証明】まず 1 1 1/=e x x とおく．つぎに 
2 2 2 1 1,= −y x x e e とおけば 2 1⊥y e となる．そこで
2 2 2/=e y y とおこう．この操作を繰り返して 
k 1
k k k i i k k k
i 1
, , / , (k 3, ,n)
−
=
= − = =∑y x x e e e y y L  







２．３ 内積 (３)  連続関数, 複素ベクトルおよび複
素連続関数の内積 
 (ⅰ) 定義 
閉区間[0,1]で定義された二つの関数 f(t), g(t)∈Ｌ２
が, それぞれ二乗積分が有限値であるとして, これら連
続関数 f (t) と g (t) について, 内積 f , g は 
1
0
f , g f (t)g(t) dt, f f , f= =∫  (2)LL  
と定義される． 
 つぎに複素ベクトル空間 Cn (n 次元) , C∞ (無限次元) 
および




n( )1 2= ξ ,ξ , ,ξx L と
T
2 n( , , )1= η ,η ηy L について, 内積 ,x y は 
1 1 2 2 n n, = η + η + + ηξ ξ ξx y L      (3)LL   
ただし iξ L(i=1, ,n)は, iξ の共役複素数である． 
 無限次元複素ベクトル
T
i( , , , )1 2= ξ ,ξ ξx L L と
T
2 i( , , , )1= η ,η ηy L L について, 内積 ,x y は 
2 i i, 1 1 2= η + η + + η +ξ ξ ξx y L L   (4)LL  
である． 
 
2L における複素数関数 f(t) と g(t) について, それ
ぞれ絶対値の二乗積分が有限値であるとして, その内積
gf , はつぎのように定義される： 
1
0
f , g f (t)g(t) dt, f f , f= =∫ (5)L  
 (ⅱ) 性質 
上掲の式 (2) ～ (5) のそれぞれに定義された各内積
に関して, 共通してつぎのような性質がある． 
・ , 0=x y または gf , 0= であるとき, ｘとｙ
またはｆとｇは互いに垂直あるいは直交するという．  
・ , , , f , g g, f= =x y y x  
・ 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
, , , ,
f f , g f , g f , g
⎧ α + α = α + α⎪⎨ α + α = α + α⎪⎩
x x y x y x y  
                                                                 
† A を距離空間 X の部分集合とする．A 内の任意の点列が A の点
に収束する部分列を含むとき、A はコンパクト集合であるという． 
, , f , g f g≤ ≤   x y x y  
         (コーシー・シュワルツの不等式)  
 (ⅲ) ヒルベルト空間 
複素数の関数の全体を表わす集合 
L 2＝ { }1 20f (t); f (t) dt ∞<ٛ  
において, すべてのコーシー列 nf (t) には, 
2
L に属す




２．４ ベクトル積 (外積)  
２．４．１ 定義と性質 
 三次元ユークリッド空間 R３の直交 (右手) 座標 (x, y, 
z) 系 (各単位基ベクトルは, i, j および k) の二つの位置
ベクトル
T T
x y z x y z=(p , p , p ) , =(q ,q ,q )p q に関して, 
ベクトル積 ×p q を 
x y z
x y z
sin p p p
q q q
× = θ = i j kp q p q e    
と定義する．ただしθは二つのベクトル ,p qのなす角, 
e はベクトル ,p qの双方の作る平面に垂直な方向の単
位基ベクトルである．すなわちベクトル積 ×p q は, 大
きさがベクトル ,p q の作る面積 sinθp q に等しく,
単位基ベクトル e の方向を有するベクトルである． 
・ 0≠p q , × =p q 0のとき 0 ,180θ = ° °であ






= = のとき二つのベクトル p, q は互いに
直交 ( ⊥p q ) する． 
・ × = − ×q p p q  
・ベクトル積の演算について, 分配法則が成立する． 
２．４．２ 剛体の力学におけるベクトル積 
 (1) 力のモーメント     空間の直交(x, y, z) (右
手) 座標系 (各単位基ベクトルは, i, j および k) におけ
る剛体の一点 P (位置ベクトル =x +y +z )r i j k に力
x y z=F +F +FF i j k が作用するとき, 原点Ｏのまわりの力
のモーメント N (Nm) は, r (m) と F (N) のベクトル積 





トの正負の向きは, 正の曲げ撓み (負の曲率を有す) の




【例題】一点 P の位置ベクトルがｒ＝ xi+yj+zk ＝ 2 i 





モーメント N は, ベクトル積の計算を行なえば 
2 0 2 3 2 3 2
0 3 0
= × = = − +
ji k
N r F i k   
と得られる． 
 (2) 剛体の線速度と角速度ベクトルの関係 
空間において剛体が座標原点Ｏに関して角速度ベク
トルω (rad/s) で運動しているとき, 剛体の位置ベク
トル r (m) の点 P の線速度ベクトル v は, 図 4 に示す
r とω との相互関係からω と r のベクトル積： = ×v ω r  
で与えられる． 
 (3) 運動する剛体の角運動量ベクトル    空間にお
いて角速度ベクトルω (rad/s) で運動している剛体 
Ｖの座標原点Ｏのまわりの角運動量ベクトル H  
(kgm2/s) は, つぎの積分： 
[ ]
V
( ) dVH r ω r= ρ × ×∫  
で与えられる．ここでρ＝ρ (x, y, z) は密度(kg/m3) で
あり, 上の積分 H は剛体の要素運動量ベクトル (すな
わち dVρ と線速度ベクトル = ×v ω r との積) の位
置ベクトル r によるモーメント (すなわちベクトル積) 
の全質量部Ｖについての体積積分である． 
  図４ 線速度ベクトル        図５ 対称こま         図６ Eular 角 ( , ,θ φ ψ )  
 
 (4) ジャイロ・モーメント   図５のように 固定点Ｏ
を中心に回転軸によって自由に回転運動する対称こま 
(慣性モーメント x yI = I = Iおよび zI ) に生じる二つの






=M H           (6)LLL  
ここで三次元ベクトル (t), (t)M H は, それぞれ対称こ
まに対する回転座標ｘ, ｙおよびｚ各方向の作用モーメ
ント, 原点 O のまわりの角運動量ベクトルである． 
Euler 角 ( , , )θ φ ψ を定義して (図６参照), 上式 (6) 
の角運動量方程式 (Euler の運動方程式) を書けば 
x x y z z y z
z z z
M =I(ω ω ω )+I ω (ω + )
M =I(ω ω ω ) I ω (ω + )
M =I (ω + )




ｙ ｙ ｘ ｘ
ｚ ｚ ｚ
－ 　
＋ －      (7)L  
となる．上式へ Euler 角表現の角速度成分を代入すれば 
x z
z
M =I( sin cos )+I sin ( cos + )
M =I( sin cos ) I ( cos + )
M =I ( + cos sin )
⎧ θ ψ θ θ ψ θ ψ θ φ⎪ ψ θ ψθ θ θ ψ θ φ⎨⎪ φ ψ θ ψθ θ⎩
&& && & &









となる．式 (7) 中の 2 項 z y zI ω , I ωφ − φ& &ｘ 　は, 物体の
回転軸のスピン &φ に起因するジャイロ・モーメントで
ある．これらをベクトル積表示すれば, それぞれ 
I I× ×& & &&ｚ ｚ，-ψ φ θ φである． 
【例題】図７のような鉛直棒先端を中心としてスピン回 
転 Ω  (左回転＝C.C.W.) をするこまの水平面内の振れ
回り運動を考え, この定常振れ回り速度 ωｐを求める． 
 式 (8) の第一式において, p, ; ;θ θ=θ= ψ=ω& && &＝ 0°
o90
  
φ = Ω& ; zI = Iおよび xM = −W l   (重力によるモーメ
ント) ; また同第二, 第三式において y zM = M = 0であ
る．したがって上のジャイロ・モーメントの式により 
  p p= =− ω ∴ω − WW I Ω IΩ
ll  
となる．結局こまの水平面内運動を上方から見て, 時計
回 り  (C.W.) に 振 れ 回 り 速 度 ωｐ で 歳 差 運 動 
(Precession) をする．このことは著者の教室授業「セン
サー論」のなかでの実験観察によって確められている． 
 (5) コリオリの力     固定座標系  (基ベクトルを
, ,′′ ′ji k とする) において, 空間の点を位置ベクトル
x y z′′ ′= + +jr i k で表わす．座標原点Ｏを共有してこ
の固定点Ｏで相対的にωの角速度で回転する相対座標 
系 (基ベクトルを , ,ji k とする) にある質点m(kg)が 
(a)   水平面内運動  (b)  座標 






相対座標系における質点 m の相対位置ベクトルとする． 
位置ベクトル r は： 
x y z .= + = + + +r R ρ R i j k  
速度ベクトル &r は： 
r
= + = + x + y + z + x + y + z
= + (x + y + z ) + (x + y + z )
= + + .
×
×
& && & && & & & &
& & & &
& &
r R ρ R i j k i j k
R i j k ω i j k
R ρ ω ρ
 
加速度ベクトル &&r は： 
= + = +(x + y +z ) + ×(x + y +z )
+ ×(x + y +z ) + ×(x + y +z )
+ ×(x + y +z )
= + ×( × ) + × + +2 × .r r
r R ρ R i j k ω i j k
ω i j k ω i j k
ω i j k
R ω ω ρ ω ρ ρ ω ρ
& &&& && &&& && && && &&
& & & &
& & &
&& & && &
 したがって，質点が受ける物体力F は 
= m +m ×( × )+m × +m +2m ×r rF R ω ω ρ ω ρ ρ ω ρ&& & && &  
となる．上式で表される物体力のなかの項2m × rω ρ& を








 (1) フレミングの左手の法則     長さ l  (m) の導
体の電流が I (A) であり、その空間における磁束密度が
B (Wb/m2) であるとき、この導体につぎのような電磁力
F (N) が作用する： 




 (2) アンペールの法則   空間における電流 kI  
(A) を取り囲む経路Cの磁界の強さH  (A/m) と経路C
の微小線要素ベクトルds  (m) との内積 dH s  の一周
経路 C についての閉じた経路 (線) 積分は, 経路 C 内の
電流  kI の総和に等しい．これをアンペールの法則
(Ampare’s law)と呼び,  
kC
k
d I=∑∫ H s    
と表わされる．上式の右辺, すなわち電流 kI の総和は
起磁力 (Magneto-motive force, mmf) と呼ばれる． 
 (3) 電磁誘導起電力に関するフレミングの右手の法
則  磁束密度が B (Wb/m2) である空間において、長さ
l  (m) の導体の運動速度がｖ (m/s) であるとき、この
導体につぎのような誘導起電力 V (V) が発生する： 




 (4) ローレンツ力   空間において電荷q (C) が，
電界 E  (V/m) および磁界 B  (Wb/m2) のもとで速度 v  
(m/s) で運動するときに受けるローレンツ力  (Lorentz 
force) F  (N) は 
= + ×q qF E v B    
である． 
 (5) ホール電圧   ホール効果 (Hall effect) によ
る発生ホール電圧V  (V) は，磁束密度B  (Wb/m2) の
もとで制御電流 I  (A) が作用するとき 
= ×kV I B ， HK d=k   
となる．ここで係数 k はホール積感度 HK ( )Vm AT と
ホール素子の厚さd(m)との比によって定まる． 
 (6) 磁気モーメント     一対の磁荷 mq+ (Wb)と
mq− (Wb)からなる磁気双極子の要素長さが (m)l であ
るとき，磁気モーメント(Magnetic moment) m(Wbm)は,  
mq=m l    
である．ここでベクトル l は大きさが l で, mq− から
mq+ へ向かう方向を有する． 
磁気モーメントm に磁界 H(A m)が作用するときの
力のモーメント N(Nm)は，ベクトル積により 
= ×N m H   
と表わせる． 
 (7) マックスウェルの電磁方程式 
・電荷密度 (C/m3)  ρ ρ (x, y,z, t)=  
・電流密度 (A/m2)  Tx y zi , i , i( )=i  
x xi i (x, y,z, t) , etc.=  
  = σi E , σ  ( Ω-1m-1) は媒質物質の電気伝導率. 
・電束密度 ( C/m2)  Tx y zD , D , D( )=D  
x xD D (x, y,z, t) , etc.=  
0εD= E + P , 
2 12
0 01 ( c ) 8.854 10
−ε = μ = ×  (F/m) は真空中の誘電率，
ｃは真空中の光の速度 8c 3 10= × (m s)． 
T
x y z 0 e= (P ,P ,P ) = ε χP E  
は分極ベクトル (真空中では =P 0 ) , eχ  (F/m) は電
気感受率. 





・電界の強さ (V/m)  Tx y z(E , E , E )=E  
x xE E (x, y,z, t) , etc.=  
・磁界の強さ (A/m)  Tx y z(H , H , H )=H  
x xH H (x, y,z, t) , etc.=  
・磁束密度 (Wb/m2)  
T
x y z(B , B , B )=B  
x xB B (x, y,z, t) , etc.=  
0=μ +B H M ， 
7
0 4 10
−μ = π×  (H/m) は真空中の透磁率． 
T
x y z 0 m= (M ,M ,M ) = μ χM H  
は磁化の強さ (単位体積当りの磁気モーメント) (真空中
では =M 0 ) , mχ  (－) は磁気感受率． 
















           (9)LL  
マックスウェルの電磁方程式の帰結として, 電界と磁
界が互いに直交する, すなわち , 0=E H という結論を




３．２ 状態空間法におけるシステム状態方程式  (ベ
クトルと行列による数式記述.)  
n 次元 (バナッハ) 空間において, 線形状態方程式 
d (t) = (t) + (t)
d t
x Ax Bu             (10)L  
を考える．この状態方程式の n 次元状態変数ベクトル
(t)x について, 固有値問題 
(t) (t)= λAx x              (11)LLL  
を作ると, その解すなわち n 次元状態空間における固有
値 λi および固有ベクトル x i が存在すれば, それらは
つぎの必要十分条件式 ( )det λ 0− =A I            (12)LLL  
から導かれる．この必要十分条件式は, つぎのような論
理学的対偶命題に由来するものである：式 (11) は 
(t) λ (t)= ( λ ) (t)= (t)= ,
= ( λ )
⎧⎨⎩





と変形できる．これについて, いま ( )det det 0= − λ ≠B A I  
であると, ≡x 0 なる自明の解が得られる．これの対偶
命題は恒に真であるから, ≠x 0 なる有意解(Non-trivial 
solution) が 存 在 す る た め の 必 要 十 分 条 件 は( )det det 0= − λB A I = であると結論づけられる． 
 本題の固有値 λi および固有ベクトル x i の組は, 縮
退 (Degeneration) の有無の如何の問題はあるが基本的
に固有値問題の原式 (11) と上式 (特性方程式) (12) と
によって決定される． 
固有値問題の解法の一つとしてユニークな手法であ





３．３．１ 計測制御と流体の力学 (１)   計測制御






体積弾性率 (N/m2)   pK V
V
= Δ− Δ  










ら (5) の各無次元数のいくつかを計算に導入し, 検討
することができる． 
圧力 (Pa)            ｐ 
長さ (m)             L 
粘性係数 (Pa・s)      μ 
表面張力 (N/m)        σ 
音速 (媒質) (m/s)      ｃ 
重力の加速度 (m/s2)    ｇ 
密度 (kg/m3)        ρ 
速度 (m/s)         V 
 (1) Raynols 数 (慣性力／粘性摩擦力) 





ρ ρ= μμ  
 (2) Froude 数 (慣性力／重力)    
2 2V L V
Lg
ρ =γ  





ρ =ρ  
 (4) Weber 数 (慣性力／表面張力) 
2 2
2
V L V L
L
ρ ρ= σσ  
 (5) Euler 数 (2×圧力／慣性力) ( )2
p
V 2ρ  
３．３．３ 計測制御と流体の力学 (2) 
 (1) オリフィス式流量計測   流量計測等におけ
る様々なオリフィス孔の流れに関する絞り形状係数 
(理論, 実験式)  





する場合の挙動は, 流体のもつ圧縮性 (体積弾性率) , 
熱力学的断熱変化を考慮したベルヌーイの定理 
(Bernoulli’s theorem) に基づいて計算できる． 









等) の流路における側壁付着効果 (Coanda  effect) の原
理に基づくものに関しては, この現象を発見した Henri 






 (4) ナヴィエ・ストークス方程式 (ベクトル演算子に
よる表示)： 
21 p( ) + ρ μ ,
t ρ ρ
( , p = .
∂ ∂⎧ + ∇ ∇ = ∇⎪ ∂ ∂⎨⎪⎩
 u u u u
f u ) 0
 (13)L  
ただし u(x,y,z,t)は速度ベクトル , p(x,y,z,t)
は圧力で密度ρ(x,y,z,t)の関数, μは流体の粘性係数
である．媒質流体として空気を考えるとし, 上式 (13) 
において重力による物体力は無視した．さらに粘性の影





 (5) ストークス (Stokes) の定理 (３次元流れについ
て)  
C
d d=∫ ∫∫Av s v A     rot    (14)L  
 すなわち任意の閉曲線 C に対する速度の場の循環 
(Circulation) であるところの一周線積分は, C なる境界
縁を持つ任意の曲面 A についての速度の場の回転 
(Rotation) (うず度, Vorticity) の A に垂直である方向成分
の積分であるところの面積分に相等しい． 
 
３ . 4  L２連続関数の直交関数級数展開について 
３．４．１ 二次元弾性連続体の固有値問題 
二次元空間領域 D において, 与えられた関数 2w L∈
に作用する線形同次偏微分演算子 L および M を 
2 2
2 51 2 3 4
1 2 3
L A A A A A ,
x y x x y
M C C C
x y
∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂




とする．ここで係数 1, 2A A などは x, y の関数, 1C は弾
性連続体の質量分布を表わす x, y の関数であり, また
2 3C C 0= = =L である．領域 D の境界Γにおけるｗ











= l       (15)LLL  
演算子 L および M はともに (問題＝弾性体の振動の
基礎式のため) 自己随伴演算子であり, 境界条件 (上の
第二式) に固有値 λ を含まないこの同次固有値問題の
解 (固有モード) は, 可付番無限個の固有値 1 2, ,λ λ L
およびこれに対応した固有関数 1 2W ,W ,Lとなる．系




固有値 rλ と固有関数 rW のｒ次固有モードについて
r r rL[W ] M[W ],= λ L(r =1,2, )     (16)L  
が成り立つ． 
いま r s,λ λ を相異なる固有値とし, r sW ,W をこれ
に対応する固有関数とすると, 系の自己随伴性により
つぎのような正規直交関係が成り立つ： 
r s r s
r s r s rs
W L[W]d W,L[W] 0, ,
W M[W]d W,M[W]









ここで式中の ,    は二つの二次元連続関数の内積
である．記号 rsδ はクロネッカーのデルタ (Kronecker 
delta) であり, r≠sのとき0でありr = sのとき1であ
る．したがって二次元固有関数 rW L(r =1,2, )は, 正
規直交関数系を構成している． 
３．４．2 連続系の直交関数展開定理 
境界条件 iB [w] 0 ,= L(i=1,2, )l を満たし, L[w]







=∑            (18)LLL  
により表わせる．ここで展開係数 rc は 
 r r r r rc w M[W ] d w, M[W ] ,= λ λ∫D D =  





【証明】式 (18) の両辺に演算子 L を作用させ, rW と
の内積を作れば,  
 r s s r r
s 1
L[w],W c L[W ], W c
∞
=
= =∑  
となり, 上式左辺について演算子 L の自己随伴性 (随
伴演算子 L* = L) を考慮して変形すれば 
 
*
r r rL[w],W w,L [W ] w,L[W ]= =  
であるから, 固有関数についての式 (16) の関係を使い
rc は結局つぎのようになる： 
 r r r r rc w, M[W ] w M[W ]d ,= λ = λ ∫D D   
























mW (x) A sin x ,m ,
A 2 , )
l
l l (m=1,2,
ٛ pٛٛ =p ٛٛb = ٛٛ
ٛ =ٛٛ L (20)L  
分布外力 1 4P (x) P (x)  の固有モード展開：まず分布
外力





P (x) k W (x)
=
= ∑                    (21)L   
r r 1 rk P (x), M(x) W (x)= β  
r0 1
r P (x) W (x)dx , ( r 1,2, ,p )π= ρ =∫ Lll  
同様にして 2 4P (x), ,P (x)L の固有モード展開がなさ
れる (図８参照) 
図８ 分布 1 4P (x) P (x)  の固有モード展開近似. 
 （単純支持梁の固有モード関数による 1 4P (x), ,P (x)L の 4 項
近似(p=4), 20 項近似(p=20), 50 項近似(p=50)および原形(p=∞) を
図示.) 
 (2) 片持ち梁における分布外力の固有モード展開 
固有値 mβ ： mβ は振動数方程式  (超越方程式 ) 
cos cosh 1β β  －l l =  の解として定まる． 




m m m m m m
m m m m
m m m
W (x) A (sin sinh )(cos x cosh x)
(cos cosh )(sin x sinh x)




= b b b bٛٛ
ٛٛ
b b b bٛٛ
ٛٛ




 (22)L  
上掲 (1) の場合と全く同様に, 分布外力 1 2P (x), P (x)
について係数ｋｒによる固有モード展開がなされる (図
９参照) 
図９ 分布 1 2P (x), P (x) の固有モード展開近似. 
 (片持ち梁の固有モード関数による 1 2P (x), P (x) の 2 項近似
(p=2), 5 項近似(p=5) および原形(p=∞) を図示.)  
 
３．5 平面板振動の基礎方程式 




D { }x, y 0 x a, 0 y b｜ ｣ ｣ ｣ ｣ として, 曲げ (撓み) 振











⎧ ∂=−ρ +⎪⎪ ∂⎨⎪ =⎪ −ν⎩
∇ ∇
   (23)L  
 境界Γの境界条件式は, x 0, x= = a において,  
2 2 3 3
2 2 3 2
w w w w0 , (2 ) 0 ;
x y x x y
∂ ∂ ∂ ∂+ = + − =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ν ν  
y 0, y= = b において,  
2 2 3 3
2 2 3 2
w w w w0 , (2 ) 0.
y x y x y
∂ ∂ ∂ ∂+ = + − =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ν ν  





 (N/m2) , h  (m) , ν  (-) は, 




びポアソン比 (Poisson’s ratio) である．平面板の単位面
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